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第二章  整数规划 
 
§1  概论 

1.1  定义 
规划中的变量（部分或全部）限制为整数时，称为整数规划。若在线性规划模型中，

变量限制为整数，则称为整数线性规划。目前所流行的求解整数规划的方法，往往只适

用于整数线性规划。目前还没有一种方法能有效地求解一切整数规划。 
1.2   整数规划的分类 
如不加特殊说明，一般指整数线性规划。对于整数线性规划模型大致可分为两类： 
1o 变量全限制为整数时，称纯（完全）整数规划。 
2o 变量部分限制为整数的，称混合整数规划。 
1.2  整数规划特点 
（i） 原线性规划有最优解，当自变量限制为整数后，其整数规划解出现下述情况： 
①原线性规划最优解全是整数，则整数规划最优解与线性规划最优解一致。 
②整数规划无可行解。 
例 1  原线性规划为 
      21min xxz +=  
       0,0,542 2121 ≥≥=+ xxxx  

其最优实数解为：
4
5min,

4
5,0 21 === zxx 。 

③有可行解（当然就存在最优解），但最优解值变差。 
例 2  原线性规划为 
        21min xxz +=  
       0,0,642 2121 ≥≥=+ xxxx  

其最优实数解为：
2
3min,

2
3,0 21 === zxx 。 

若限制整数得： 2min,1,1 21 === zxx 。 
（ii） 整数规划最优解不能按照实数最优解简单取整而获得。 
1.3  求解方法分类： 
（i）分枝定界法—可求纯或混合整数线性规划。 
（ii）割平面法—可求纯或混合整数线性规划。 
（iii）隐枚举法—求解“0-1”整数规划： 
   ①过滤隐枚举法； 
   ②分枝隐枚举法。 
（iv）匈牙利法—解决指派问题（“0-1”规划特殊情形）。 
（v）蒙特卡洛法—求解各种类型规划。 
下面将简要介绍常用的几种求解整数规划的方法。 
 

§2  分枝定界法 
对有约束条件的最优化问题（其可行解为有限数）的所有可行解空间恰当地进行系

统搜索，这就是分枝与定界内容。通常，把全部可行解空间反复地分割为越来越小的子

集，称为分枝；并且对每个子集内的解集计算一个目标下界（对于最小值问题），这称

为定界。在每次分枝后，凡是界限超出已知可行解集目标值的那些子集不再进一步分枝，
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这样，许多子集可不予考虑，这称剪枝。这就是分枝定界法的主要思路。 
分枝定界法可用于解纯整数或混合的整数规划问题。在本世纪六十年代初由 Land 

Doig 和 Dakin 等人提出的。由于这方法灵活且便于用计算机求解，所以现在它已是解

整数规划的重要方法。目前已成功地应用于求解生产进度问题、旅行推销员问题、工厂

选址问题、背包问题及分配问题等。 
设有最大化的整数规划问题 A，与它相应的线性规划为问题 B ，从解问题 B 开始，

若其最优解不符合 A的整数条件，那么 B 的最优目标函数必是 A的最优目标函数
*z 的

上界，记作 z ；而 A的任意可行解的目标函数值将是
*z 的一个下界 z 。分枝定界法就

是将 B 的可行域分成子区域的方法。逐步减小 z 和增大 z ，最终求到
*z 。现用下例来

说明： 
例 3  求解下述整数规划 

     21 9040Max xxz +=  

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

且为整数0,
70207

5679

21

21

21

xx
xx

xx
 

解 （i）先不考虑整数限制，即解相应的线性规划 B ，得最优解为： 
355.8779,8168.1,8092.4 21 === zxx  

可见它不符合整数条件。这时 z 是问题 A 的最优目标函数值
*z 的上界，记作 z 。而

0,0 21 == xx 显然是问题 A的一个整数可行解，这时 0=z ，是
*z 的一个下界，记作 z ，

即 3560 * ≤≤ z 。 
（ii）因为 21, xx 当前均为非整数，故不满足整数要求，任选一个进行分枝。设选 1x

进行分枝，把可行集分成 2 个子集： 
44.8092][1 =≤x ， 514.8092][1 =+≥x  

因为 4 与 5 之间无整数，故这两个子集的整数解必与原可行集合整数解一致。这

一步称为分枝。这两个子集的规划及求解如下： 
问题 1B ： 21 9040Max xxz +=  

           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≤≤
≤+
≤+

0,40
70207

5679

21

21

21

xx
xx

xx
 

最优解为： 349,1.2,0.4 121 === zxx 。 
问题 2B ： 21 9040Max xxz +=  

         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≥
≤+
≤+

0,5
70207

5679

21

21

21

xx
xx

xx
 

最优解为： 4.341,57.1,0.5 121 === zxx 。 

再定界： 3490 * ≤≤ z 。 
（iii）对问题 1B 再进行分枝得问题 11B 和 12B ，它们的最优解为 
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340,2,4: 112111 === zxxB  
327.14,00.3x1.43,: 122112 === zxB  

再定界： 341340 * ≤≤ z ，并将 12B 剪枝。 
（iv）对问题 2B 再进行分枝得问题 21B 和 22B ，它们的最优解为 

083,00.1x5.44,: 222121 === zxB  

22B 无可行解。 
将 2221, BB 剪枝。 

于是可以断定原问题的最优解为： 
340,2,4 *

21 === zxx  
从以上解题过程可得用分枝定界法求解整数规划（最大化）问题的步骤为： 
开始，将要求解的整数规划问题称为问题 A，将与它相应的线性规划问题称为问

题 B 。 
（i）解问题 B 可能得到以下情况之一： 

    （a） B 没有可行解，这时 A也没有可行解，则停止． 
    （b） B 有最优解，并符合问题 A的整数条件， B 的最优解即为 A 的最优解，则

停止。 
    （c） B 有最优解，但不符合问题 A的整数条件，记它的目标函数值为 z 。 

（ii）用观察法找问题 A的一个整数可行解，一般可取 njx j ,,1,0 L== ，试探，

求得其目标函数值，并记作 z 。以
*z 表示问题 A的最优目标函数值；这时有 

                 zzz ≤≤ *  
进行迭代。 

第一步：分枝，在 B 的最优解中任选一个不符合整数条件的变量 jx ，其值为 jb ，

以 ][ jb 表示小于 jb 的最大整数。构造两个约束条件 

][ jj bx ≤  和 1][ +≥ jj bx  

将这两个约束条件，分别加入问题 B ，求两个后继规划问题 1B 和 2B 。不考虑整数条件

求解这两个后继问题。 
    定界，以每个后继问题为一分枝标明求解的结果，与其它问题的解的结果中，找出

最优目标函数值最大者作为新的上界 z 。从已符合整数条件的各分支中，找出目标函数

值为最大者作为新的下界 z ，若无作用 z 不变。 
第二步：比较与剪枝，各分枝的最优目标函数中若有小于 z 者，则剪掉这枝，即

以后不再考虑了。若大于 z ，且不符合整数条件，则重复第一步骤。一直到最后得到

zz =*
为止。得最优整数解 njx j ,,1,* L= 。 

 
§3 10 − 型整数规划 

10 − 型整数规划是整数规划中的特殊情形，它的变量 jx 仅取值 0 或 1。这时 jx 称

为 10 − 变量，或称二进制变量。 jx 仅取值 0 或 1 这个条件可由下述约束条件： 

          10 ≤≤ jx ，整数 
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所代替，是和一般整数规划的约束条件形式一致的。在实际问题中，如果引入 10 − 变

量，就可以把有各种情况需要分别讨论的线性规划问题统一在一个问题中讨论了。我们

先介绍引入 10 − 变量的实际问题，再研究解法。 
3.1  引入 10 − 变量的实际问题 

    3.1.1 投资场所的选定——相互排斥的计划 
    例 4  某公司拟在市东、西、南三区建立门市部。拟议中有 7 个位置（点）

)7,,2,1( L=iAi 可供选择。规定 

    在东区。由 321 ,, AAA 三个点中至多选两个； 

    在西区。由 54 , AA 两个点中至少选一个； 

在南区，由 76 , AA 两个点中至少选一个。 

    如选用 iA 点，设备投资估计为 ib 元，每年可获利润估计为 ic 元，但投资总额不能

超过 B 元。问应选择哪几个点可使年利润为最大？ 
解题时先引入 10 − 变量 )7,,2,1( L=ixi  

令 

⎩
⎨
⎧

=
.0

,1
点没被选中当

点被选中当

，

，

iA
iA

ix  7,,2,1 L=i . 

于是问题可列写成： 

            i
i

i xcz ∑
=

=
7

1
Max  

            

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=≥+
≥+

≤++

≤∑
=

10,1
1

2

76

54

321

7

1

或i

i
ii

xxx
xx

xxx

Bxb

 

3.1.2 相互排斥的约束条件 
有两个相互排斥的约束条件 

2445 21 ≤+ xx  或 4537 21 ≤+ xx 。 
为了统一在一个问题中，引入 10 − 变量 y ，则上述约束条件可改写为： 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−+≤+
+≤+

10
)1(4537

2445

21

21

或y
Myxx

yMxx
  

其中M 是充分大的数。 
约束条件 
       01 =x  或 800500 1 ≤≤ x  

可改写为 

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

10
800500 1

或y
yxy

 



 -20- 

如果有m 个互相排斥的约束条件： 
mibxaxa inini ,,2,111 LL =≤++  

为了保证这m 个约束条件只有一个起作用，我们引入m 个 10 − 变量 ),,2,1( miyi L=
和一个充分大的常数M ，而下面这一组 1+m 个约束条件 

    miMybxaxa iinini ,,2,111 LL =+≤++                         （1） 

11 −=++ myy mL                                             （2） 

就合于上述的要求。这是因为，由于（2），m 个 iy 中只有一个能取 0 值，设 0* =i
y ，

代入（1），就只有
*ii = 的约束条件起作用，而别的式子都是多余的。 

3.1.3 关于固定费用的问题（Fixed Cost Problem） 
在讨论线性规划时，有些问题是要求使成本为最小。那时总设固定成本为常数，并

在线性规划的模型中不必明显列出。但有些固定费用（固定成本）的问题不能用一般线

性规划来描述，但可改变为混合整数规划来解决，见下例。 
例 5  某工厂为了生产某种产品，有几种不同的生产方式可供选择，如选定的生产

方式投资高（选购自动化程度高的设备），由于产量大，因而分配到每件产品的变动成

本就降低；反之，如选定的生产方式投资低，将来分配到每件产品的变动成本可能增加。

所以必须全面考虑。今设有三种方式可供选择，令 

jx 表示采用第 j 种方式时的产量； 

jc 表示采用第 j 种方式时每件产品的变动成本； 

jk 表示采用第 j 种方式时的固定成本。 

为了说明成本的特点，暂不考虑其它约束条件。采用各种生产方式的总成本分别为 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>+
=

 0               ,0

0,

j

jjjj
j x

xxck
P

当

当
  3,2,1=j .     

在构成目标函数时，为了统一在一个问题中讨论，现引入 10− 变量 jy ，令 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

>

.0

0

,0

,1

时种生产方式，即当不采用第

时，种生产方式，即当采用第

jxj

jxj
jy                       （3） 

于是目标函数 
          )()()(min 333322221111 xcykxcykxcykz +++++=  
（3）式这个规定可表为下述 3 个线性约束条件： 

              3,2,1, =≤≤ jMyxy jjjε                            （4） 

其中ε 是一个充分小的正常数，M 是个充分大的正常数。（4）式说明，当 0>jx 时 jy
必须为 1；当 0=jx 时只有 jy 为 0 时才有意义，所以（4）式完全可以代替（3）式。 

3.2 10− 型整数规划解法之一（过滤隐枚举法） 
解 10− 型整数规划最容易想到的方法，和一般整数规划的情形一样，就是穷举法，

即检查变量取值为 0 或 1 的每一种组合，比较目标函数值以求得最优解，这就需要检查

变量取值的
n2 个组合。对于变量个数 n 较大（例如 100>n ），这几乎是不可能的。因

此常设计一些方法，只检查变量取值的组合的一部分，就能求到问题的最优解。这样的

方法称为隐枚举法（Implicit Enumeration），分枝定界法也是一种隐枚举法。当然，对
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有些问题隐枚举法并不适用，所以有时穷举法还是必要的。 
下面举例说明一种解 10− 型整数规划的隐枚举法。 
 例 6  321 523Max xxxz +−=  

        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

≤+
≤+

≤++
≤−+

10,,
64

3
44
22

321

32

21

321

321

或xxx
xx

xx
xxx
xxx

 

求解思路及改进措施： 
（i） 先试探性求一个可行解，易看出 )0,0,1(),,( 321 =xxx 满足约束条件，故为一

个可行解，且 3=z 。 
（ii） 因为是求极大值问题，故求最优解时，凡是目标值 3<z 的解不必检验是否

满足约束条件即可删除，因它肯定不是最优解，于是应增加一个约束条件（目标值下界）： 
（iii） 改进过滤条件。 
（iv） 由于对每个组合首先计算目标值以验证过滤条件，故应优先计算目标值 z 大

的组合，这样可提前抬高过滤门槛，以减少计算量。 
 
§4 蒙特卡洛法（随机取样法） 

前面介绍的常用的整数规划求解方法，主要是针对线性整数规划而言，而对于非线

性整数规划目前尚未有一种成熟而准确的求解方法，因为非线性规划本身的通用有效解

法尚未找到，更何况是非线性整数规划。 
然而，尽管整数规划由于限制变量为整数而增加了难度；然而又由于整数解是有限

个，于是为枚举法提供了方便。当然，当自变量维数很大和取值范围很宽情况下，企图

用显枚举法（即穷举法）计算出最优值是不现实的，但是应用概率理论可以证明，在一

定的计算量的情况下，完全可以得出一个满意解。 
例 7  已知非线性整数规划为： 

54321
2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 2328243Max  xxxxxxxxxxz −−−−−++++=  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤++
≤++

≤++++
≤++++

=≤≤

2005
20062

800622
400
)5,,1(990

543

321

54321

54321

xxx
xxx

xxxxx
xxxxx

ixi L

 

如果用显枚举法试探，共需计算
105 10)100( = 个点，其计算量非常之大。然而应

用蒙特卡洛去随机计算
610 个点，便可找到满意解，那么这种方法的可信度究竟怎样

呢？ 
下面就分析随机取样采集

610 个点计算时，应用概率理论来估计一下可信度。 
不失一般性，假定一个整数规划的最优点不是孤立的奇点。 
假设目标函数落在高值区的概率分别为 0.01，0.00001，则当计算

610 个点后，有

任一个点能落在高值区的概率分别为 
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多位）100(9999.099.01 1000000 L≈− ， 

999954602.099999.01 1000000 ≈− 。 
解  （i）首先编写 M 文件 mente.m 定义目标函数 f 和约束向量函数 g，程序如下： 

function [f,g]=mengte(x); 
f=x(1)^2+x(2)^2+3*x(3)^2+4*x(4)^2+2*x(5)-8*x(1)-2*x(2)-3*x(3)-... 
x(4)-2*x(5); 
g=[sum(x)-400 
x(1)+2*x(2)+2*x(3)+x(4)+6*x(5)-800 
2*x(1)+x(2)+6*x(3)-200 
x(3)+x(4)+5*x(5)-200]; 

（ii）编写M文件mainint.m如下求问题的解： 
rand('state',sum(clock)); 

p0=0; 

tic 

for i=1:10^6 

   x=99*rand(5,1); 

x1=floor(x);x2=ceil(x); 

[f,g]=mengte(x1); 

if sum(g<=0)==4 

   if p0<=f 

      x0=x1;p0=f; 

   end 

end 

[f,g]=mengte(x2); 

if sum(g<=0)==4 

   if p0<=f 

      x0=x2;p0=f; 

   end 

end 

end 

x0,p0 

toc 

 

本题可以使用LINGO软件求得精确的全局最有解，程序如下： 
model: 
sets: 
row/1..4/:b; 
col/1..5/:c1,c2,x; 
link(row,col):a; 
endsets 
data: 
c1=1,1,3,4,2; 
c2=-8,-2,-3,-1,-2; 
a=1 1 1 1 1 
  1 2 2 1 6 
  2 1 6 0 0 
  0 0 1 1 5; 
b=400,800,200,200; 
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enddata 
max=@sum(col:c1*x^2+c2*x); 
@for(row(i):@sum(col(j):a(i,j)*x(j))<b(i)); 
@for(col:@gin(x)); 
@for(col:@bnd(0,x,99)); 
end 
 
§5 指派问题的计算机求解 

整数规划问题的求解可以使用 Lingo 等专用软件。对于一般的整数规划问题，无法

直接利用 Matlab 的函数，必须利用 Matlab 编程实现分枝定界解法和割平面解法。但对

于指派问题等 10 − 整数规划问题，可以直接利用 Matlab 的函数 bintprog 进行求解。 
例 8  求解下列指派问题，已知指派矩阵为 

    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1096109
53248
57246
79278
310283

 

解：编写 Matlab 程序如下： 
c=[3 8 2 10 3;8 7 2 9 7;6 4 2 7 5 
   8 4 2 3 5;9 10 6 9 10]; 
c=c(:); 
a=zeros(10,25); 
for i=1:5 
   a(i,(i-1)*5+1:5*i)=1; 
   a(5+i,i:5:25)=1; 
end 
b=ones(10,1); 
[x,y]=bintprog(c,[],[],a,b); 
x=reshape(x,[5,5]),y 
求得最优指派方案为 15144322315 ===== xxxxx ，最优值为 21。 
求解的 LINGO 程序如下： 

model: 
sets: 
var/1..5/; 
link(var,var):c,x; 
endsets 
data: 
c=3 8 2 10 3 
  8 7 2 9 7 
  6 4 2 7 5 
  8 4 2 3 5 
  9 10 6 9 10; 
enddata 
min=@sum(link:c*x); 
@for(var(i):@sum(var(j):x(i,j))=1); 
@for(var(j):@sum(var(i):x(i,j))=1); 
@for(link:@bin(x)); 
end 
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§6  生产与销售计划问题 
6.1  问题实例 
例 9  某公司用两种原油（ A和 B ）混合加工成两种汽油（甲和乙）。甲、乙两种

汽油含原油的最低比例分别为 50％和 60％，每吨售价分别为 4800 元和 5600 元。该公

司现有原油 A和 B 的库存量分别为 500 吨和 1000 吨，还可以从市场上买到不超过 1500
吨的原油 A。原油 A的市场价为：购买量不超过 500 吨时的单价为 10000 元/吨；购买

量超过 500 吨单不超过 1000 吨时，超过 500 吨的部分 8000 元/吨；购买量超过 1000 吨

时，超过 1000 吨的部分 6000 元/吨。该公司应如何安排原油的采购和加工。 
6.2  建立模型 

（1）问题分析 
安排原油采购、加工的目标是利润最大，题目中给出的是两种汽油的售价和原油 A

的采购价，利润为销售汽油的收入与购买原油 A的支出之差。这里的难点在于原油 A的

采购价与购买量的关系比较复杂，是分段函数关系，能否及如何用线性规划、整数规划

模型加以处理是关键所在。 
（2）模型建立 
设原油 A的购买量为 x（单位：吨）。根据题目所给数据，采购的支出 )(xc 可表示

为如下的分段线性函数（以下价格以千元/吨为单位）： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤+
≤≤+

≤≤
=

15001000,63000
1000500,81000

5000,10
)(

xx
xx

xx
xc                                 （5） 

设原油 A用于生产甲、乙两种汽油的数量分别为 11x 和 12x ，原油 B 用于生产甲、

乙两种汽油的数量分别为 21x 和 22x ，则总的收入为 )(6.5)(8.4 22122111 xxxx +++ （千

元）。于是本例的目标函数（利润）为 
)()(6.5)(8.4max 22122111 xcxxxxz −+++=                        （6） 

约束条件包括加工两种汽油用的原油 A、原油 B 库存量的限制，原油 A购买量的

限制，以及两种汽油含原油 A的比例限制，它们表示为 
xxx +≤+ 5001211                                                  （7） 

10002221 ≤+ xx                                                    （8） 
1500≤x                                                           （9） 

5.0
2111

11 ≥
+ xx
x

                                                     （10） 

6.0
2212

12 ≥
+ xx
x

                                                    （11） 

0,,,, 22211211 ≥xxxxx                                                （12） 
由于（5）式中的 )(xc 不是线性函数，（5）~（12）给出的是一个非线性规划，而

且，对于这样用分段函数定义的 )(xc ，一般的非线性规划软件也难以输入和求解。能

不能想办法将该模型化简，从而用现成的软件求解呢？ 
6.3  求解模型 
下面介绍 3 种解法 
（1）解法一 
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一个自然的想法是将原油 A的采购量 x 分解为三个量，即用 321 ,, xxx 分别表示以

价格 10 千元 /吨、 8 千元 /吨、 6 千元 /吨采购的原油 A 的吨数，总支出为

321 6810)( xxxxc ++= ，且 

321 xxxx ++=                                                   （13） 
这时目标函数（6）变为线性函数： 

)6810()(6.5)(8.4max 32122122111 xxxxxxxz ++−+++=            （14） 

应该注意到，只有当以 10 千元/吨的价格购买 5001 =x （吨）时，才能以 8 千元/
吨的价格购买 )0(2 >x ，这个条件可以表示为 

0)500( 21 =− xx                                                  （15） 
同理，只有当以 8 千元/吨的价格购买 5002 =x （吨）时，才能以 6 千元/吨的价格购买

)0(3 >x ，于是 

0)500( 32 =− xx                                                  （16） 

此外， 321 ,, xxx 的取值范围是 

500,,0 321 ≤≤ xxx                                                （17） 
由于有非线性约束（15）、（16），因而（7）～（17）构成非线性规划模型。将该模

型输入 LINGO 软件如下： 
model: 
sets: 
  var1/1..4/:y; !这里y(1)=x11,y(2)=x21,y(3)=x12,y(4)=x22;   
  var2/1..3/:x,c; 
endsets 
max=4.8*(y(1)+y(2))+5.6*(y(3)+y(4))-@sum(var2:c*x); 
y(1)+y(3)<@sum(var2:x)+500; 
y(2)+y(4)<1000; 
0.5*(y(1)-y(2))>0; 
0.4*y(3)-0.6*y(4)>0; 
(x(1)-500)*x(2)=0; 
(x(2)-500)*x(3)=0; 
@for(var2:@bnd(0,x,500)); 
data: 
c=10 8 6; 
enddata 
end 

可以用菜单命令“LINGO|Options”在“Global Solver”选项卡上启动全局优化选

型，并运行上述程序求得全局最有解：购买 1000 吨原油 A，与库存的 500 吨原油 A和

1000 吨原油 B 一起，共生产 2500 吨汽油乙，利润为 5000（千元）。 
（2）解法二 
引入 0－1 变量将（15）和（16）转化为线性约束。 
令 11 =z ， 12 =z ， 13 =z 分别表示以 10 千元/吨、8 千元/吨、6 千元/吨的价格采

购原油 A，则约束（15）和（16）可以替换为 

112 500500 zxz ≤≤ ，                                             （18） 

223 500500 zxz ≤≤ ，                                             （19） 
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33 500zx ≤ ，                                                     （20） 

0,, 321 =zzz 或 1                                                  （21） 
式（7）～（14），式（17）～（21）构成混合整数线性规划模型，将它输入 LINGO 软

件如下： 
model: 
sets: 
  var1/1..4/:y; !这里y(1)=x11,y(2)=x21,y(3)=x12,y(4)=x22;   
  var2/1..3/:x,z,c; 
endsets 
max=4.8*(y(1)+y(2))+5.6*(y(3)+y(4))-@sum(var2:c*x); 
y(1)+y(3)<@sum(var2:x)+500; 
y(2)+y(4)<1000; 
0.5*(y(1)-y(2))>0; 
0.4*y(3)-0.6*y(4)>0; 
@for(var1(i)|i #lt# 3:500*z(i+1)<x(i);x(i)<500*z(i)); 
x(3)<500*z(3); 
@for(var2:@bin(z)); 
@for(var2:@bnd(0,x,500)); 
data: 
c=10 8 6; 
enddata 
end 

（3）解法三 
直接处理分段线性函数 )(xc 。式（5）表示的函数 )(xc 如图 1 所示。 
记 x 轴上的分点为 01 =b ， 5002 =b ， 10003 =b 。当 x 属于第 1 个小区间 ],[ 21 bb

时，记 2211 bwbwx += ， 121 =+ ww ， 0, 21 ≥ww ，因为 )(xc 在 ],[ 21 bb 上是线性的，  
 

 
                 图 1  分段线性函数 )(xc 图形 

所以 )()()( 2211 bcwbcwxc += 。同样，当 x 属于第 2 个小区间 ],[ 32 bb 时，

3322 bwbwx += ， 132 =+ ww ， 0, 32 ≥ww ， )()()( 3322 bcwbcwxc += 。当 x 属于第

3 个 小 区 间 ],[ 43 bb 时 ， 4433 bwbwx += ， 143 =+ ww ， 0, 43 ≥ww ，

)()()( 4433 bcwbcwxc += 。为了表示 x 在哪个小区间，引入 0-1 变量 )3,2,1( =kzk ，

当 x 在第 k 个小区间时， 1=kz ，否则， 0=kz 。这样， 3214321 ,,,,,, zzzwwww 应满

足 

11 zw ≤ ， 212 zzw +≤ ， 323 zzw +≤ ， 34 zw ≤                         （22） 
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14321 =+++ wwww ， 0≥kw （ 4,3,2,1=k ）                        （23） 

1321 =++ zzz ， 10,, 321 或=zzz                                     （24） 
此时 x 和 )(xc 可以统一地表示为 

43244332211 15001000500 wwwbwbwbwbwx ++=+++=               （25） 

)()()()()( 44332211 bcwbcwbcwbcwxc +++=  

    432 1200090005000 www ++=                                   （26） 
式（6）～（13），式（22）～（26）也构成一个混合整数线性规划模型，可以用

LINGO 求解。输入的 LINGO 模型如下： 
model: 
sets: 
  var/1..4/:b,c,y,z,w;  
!这里y(1)=x11,y(2)=x21,y(3)=x12,y(4)=x22   
端点数为4，即分段数为3; 
endsets 
data: 
b=0,500,1000,1500; 
c=0,5000,9000,12000; 
z=,,,0;   !增加的虚拟变量z(4)=0; 
enddata 
max=4.8*(y(1)+y(2))+5.6*(y(3)+y(4))-@sum(var:c*w); 
y(1)+y(3)<@sum(var:b*w)+500; 
y(2)+y(4)<1000; 
0.5*(y(1)-y(2))>0; 
0.4*y(3)-0.6*y(4)>0; 
w(1)<z(1); 
@for(var(i)|i #ne# 1:w(i)<z(i-1)+z(i)); 
@sum(var:z)=1; 
@sum(var:w)=1; 
@for(var:@bin(z)); 
End 
     

注：这个问题的关键是处理分段线性函数，我们推荐化为整数线性规划模型的第2
和第3种解法，第3种解法更具一般性，其做法如下。 

设一个n 段线性函数 )(xf 的分点为 11 +≤≤≤ nn bbb L ，引入 kw 将 x 和 )(xf 表示

为 

    ∑
+

=

=
1

1

n

k
kkbwx  

    ∑
+

=

=
1

1

)()(
n

k
kkk bfwxf  

kw 和0-1变量 kz 满足 

     11 zw ≤ ， 212 zzw +≤ ，…， nnn zzw +≤ −1 ， nn zw ≤+1                          （27） 

     121 =+++ nzzz L ， 10或=kz                                                  （28） 

     1121 =+++ +nwww L ， 0≥kw （ 1,,2,1 += nk L ）                          （29） 



 -28- 

习 题 二 
1. 用分枝定界法解： 

21Max  xxz +=  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

≤+−

≤+

整数2121

21

21

,,0,
3
12

14
51

14
9

xxxx

xx

xx

 

2. 试将下述非线性的 10 − 规划问题转换成线性的 10 − 规划问题 
       3211max xxxxz −+=  

       
⎩
⎨
⎧

==
≤++−

)3,2,1(10
332 321

jx
xxx

j ，或
 

3. 某钻井队要从以下 10 个可供选择的井位中确定 5 个钻井探油，使总的钻探费

用为最小。若 10 个井位的代号为 1021 ,,, sss L ，相应的钻探费用为 1021 ,,, ccc L ，并且

井位选择上要满足下列限制条件： 
（1） 或选择 1s 和 7s ，或选择钻探 9s ； 

（2） 选择了 3s 或 4s 就不能选 5s ，或反过来也一样； 

（3） 在 8765 ,,, ssss 中最多只能选两个；试建立这个问题的整数规划模型。 
4．有一条河流由于河床泥沙淤结，每当上游发生洪水时，就会破堤淹没两岸，造

成人员和财产的损失，为减少总的损失，人们采取破堤泄洪的方法，图 2 是该河流一岸

区域的信息示意图，在该区域边界上有很高的山，使该区域成为封闭区域。区域内又分

成十五个小区，每个小区内标有三个数字，分别表示该区域的海拔高度 )m(h 、面积

)km( 2S 和被完全淹没时土地、房屋和财产等损失总数 k （百万元），我们假设 
（a）各小区间有相对高度为 1.2m 的小堤相互隔离，例如第一区和第二区之间事

实上有海拔 5.2m 小堤。 
（b）当洪水淹没一个小区且洪水高于该小区高度 mp 时，该小区的损失 ),( pkf 为

该小区的 k 和 p 的函数： 

⎩
⎨
⎧

≥
≤≤

=
1,

10,
),(

pk
pkp

pkf  

（c）假设决堤口，可选在大堤或小堤的任何地方，决堤口的数量不受限制，但已

经决口，就不能再补合，从河流经大堤决口流入小区的洪水量按决口数成比例分配，如

在小区之间小堤开一决口，则假设该两小区之间的这段小堤不复存在，若水位高过小堤，

则将自动向邻近最低的小区泄洪，若这样的小区有多块时，则平均泄洪。 
求 
（1）整个区域全部受损失的最小洪水量Q。 
（2）当洪水量为 6/Q ， 3/Q 时，分别制定泄洪方案，使总损失最小（在一种方

案中，决堤同时进行），并计算出该方案的损失数。 
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河                           流

 
 
 
 
 

图 2  河流一岸区域示意图 

 
表 1  校址选择数据 

备选校址 1B  2B  3B  4B  5B  6B  

覆盖的居民小区 

7

51 ,
A

AA

85

21

,
,

AA
AA

5

31 ,,
A

AA

8

42 ,
A

AA 63 , AA  

8

64 ,
A

AA

 
5．某市为方便小学生上学，拟在新建的 8 个居民小区 821 ,,, AAA L 增设若干所

小学，经过论证知备选校址有: 621 ,,, BBB L ,它们能够覆盖的居民小区如表 1。 

试建立一个数学模型，确定出最小个数的建校地址，使其能覆盖所有的居民小区。 
6．某公司新购置了某种设备 6 台，欲分配给下属的 4 个企业，已知各企业获得这

种设备后年创利润如表 2 所示，单位为千万元。问应如何分配这些设备能使年创总利润

H3.6 
S6.1 
K1.4        1 

1 11

H4.0 
S8.4 
K7.0    2 

2

H4.7 
S7.0 
K5.8 3 
3

H4.4 
S9.3 
K3.3  4  
1

H3.8 
S4.8 
K2.0  5 
55 1

H3.3 
S3.6 
K9.4 6  

H3.2 
S0.9 
K0.9 7  

H2.5 
S8.5 
K6.0    8   

H5.0 
S1.8 
K7.2  9   

H4.4 
S0.1 
K1.6   10     

H3.0 
S4.6 
K3.0       11   

H2.5 
S1.5 
K4.1    12 

H2.4 
S2.3 
K4.1  13    

H3.8 
S8.8 
K5.3  14     

H3.8 
S1.3 
K4.4   
15 

高 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
山 

大
堤

高                                                   山 
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最大，最大利润是多少？ 
表 2  各企业获得设备的年创利润数 

       企业 
设备 甲 乙 丙 丁 

1 4 2 3 4 
2 6 4 5 5 
3 7 6 7 6 
4 7 8 8 6 
5 7 9 8 6 
6 7 10 8 6 

 
 7．有一场由四个项目(高低杠、平衡木、跳马、自由体操) 组成的女子体操团

体赛，赛程规定：每个队至多允许 10 名运动员参赛，每一个项目可以有 6 名选手参加。

每个选手参赛的成绩评分从高到低依次为：10；9.9；9.8；…；0.1；0。每个代表队的

总分是参赛选手所得总分之和，总分最多的代表队为优胜者。此外，还规定每个运动员

只能参加全能比赛(四项全参加) 与单项比赛这两类中的一类，参加单项比赛的每个运

动员至多只能参加三个单项。每个队应有 4 人参加全能比赛，其余运动员参加单项比赛。 

      
表 3  运动员各项目得分及概率分布表 

 

     运动员 

项目 
1 2 3 4 5 

高低杠 

8.4~0.15 

9.5~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

9.3~0.1 

9.5~0.1 

9.6~0.6 

9.8~0.2 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

8.1~0.1 

9.1~0.5 

9.3~0.3 

9.5~0.1 

8.4~0.15 

9.5~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

平衡木 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

8.4~0.15 

9.0~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

8.1~0.1 

9.1~0.5 

9.3~0.3 

9.5~0.1 

8.7~0.1 

8.9~0.2 

9.1~0.6 

9.9~0.1 

9.0~0.1 

9.2~0.1 

9.4~0.6 

9.7~0.2 

跳马 

9.1~0.1 

9.3~0.1 

9.5~0.6 

9.8~0.2 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

8.4~0.15 

9.5~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

9.0~0.1 

9.4~0.1 

9.5~0.5 

9.7~0.3 

8.3~0.1 

8.7~0.1 

8.9~0.6 

9.3~0.2 

自由体操 

8.7~0.1 

8.9~0.2 

9.1~0.6 

9.9~0.1 

8.9~0.1 

9.1~0.1 

9.3~0.6 

9.6~0.2 

9.5~0.1 

9.7~0.1 

9.8~0.6 

10~0.2 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

9.4~0.1 

9.6~0.1 

9.7~0.6 

9.9~0.2 

 
续表 3  运动员各项目得分及概率分布表 

 

 运动员 

项目 
6 7 8 9 10 

高低杠 

9.4~0.1 

9.6~0.1 

9.7~0.6 

9.9~0.2 

9.5~0.1 

9.7~0.1 

9.8~0.6 

10~0.2 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

8.4~0.15 

9.5~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

9.0~0.1 

9.2~0.1 

9.4~0.6 

9.7~0.2 

平衡木 8.7~0.1 8.4~0.1 8.8~0.05 8.4~0.1 8.1~0.1 
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8.9~0.2 

9.1~0.6 

9.9~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

9.2~`0.05 

9.8~0.5 

10~0.4 

8.8~0.1 

9.2~0.6 

9.8~0.2 

9.1~0.5 

9.3~0.3 

9.5~0.1 

跳马 

8.5~0.1 

8.7~0.1 

8.9~0.5 

9.1~0.3 

8.3~0.1 

8.7~0.1 

8.9~0.6 

9.3~0.2 

8.7~0.1 

8.9~0.2 

9.1~0.6 

9.9~0.1 

8.4~0.1 

8.8~0.2 

9.0~0.6 

10~0.1 

8.2~0.1 

9.2~0.5 

9.4~0.3 

9.6~0.1 

自由体操 

8.4~0.15 

9.5~0.5 

9.2~0.25 

9.4~0.1 

8.4~0.1 

8.8~0.1 

9.2~0.6 

9.8~0.2 

8.2~0.1 

9.3~0.5 

9.5~0.3 

9.8~0.1 

9.3~0.1 

9.5~0.1 

9.7~0.5 

9.9~0.3 

9.1~0.1 

9.3~0.1 

9.5~0.6 

9.8~0.2 

 
现某代表队的教练已经对其所带领的 10 名运动员参加各个项目的成绩进行了大量

测试，教练发现每个运动员在每个单项上的成绩稳定在 4 个得分上(见表 3) ，她们得

到这些成绩的相应概率也由统计得出(见表中第二个数据。例如：8.4～0.15 表示取得

8.4 分的概率为 0.15)。试解答以下问题： 

   （1）每个选手的各单项得分按最悲观估算，在此前提下，请为该队排出一个出场

阵容，使该队团体总分尽可能高；每个选手的各单项得分按均值估算，在此前提下，

请为该队排出一个出场阵容，使该队团体总分尽可能高。 

   （2）若对以往的资料及近期各种信息进行分析得到：本次夺冠的团体总分估计为

不少于 236.2 分，该队为了夺冠应排出怎样的阵容？以该阵容出战，其夺冠的前景如

何？得分前景（即期望值）又如何？它有 90％的把握战胜怎样水平的对手？ 
 


